
یادآوری گذشته
منظور از فاصلۀ نقطه از خط، طول کوتاه‌ترین 
پاره‌خـط میـان نقطه و خط اسـت. به کمک 
قضیۀ فیثاغورس می‌دانیم که این پاره‌خط، 
همان پاره‌خط عمود بر خط اسـت )شکل ۱(.

شکل 1

P
d از P فاصلۀ

d خط

در شـمارۀ قبـل دیدیـم که مجمـوع فاصلۀ 
هر نقطـۀ داخل مثلث متسـاوی‌الاضلاع از 
سـه ضلع آن، مقدار ثابتی اسـت )شـکل ۲(.

h2h1

h3

a
P

a

a
شکل ۲

سـپس از خود پرسیدیم که :»چه شکل‌های 
دیگـری هم این ویژگی را دارند؟«

اسم این شکل‌ها را شکل‌های »مجموع‌ثابت« 
گذاشـتیم. دیدیم کـه همۀچندضلعی‌های 
محدبی که طول ضلع‌هایشـان با هم برابرند، 

مجموع‌ثابت هستند )شکل ۳(. 

h2

h1

h3h۴

h۵

a

a

a a

a

شکل ۳

هنــدسه

محمدمهدی نسیمی

ناحیه‌های بیرون 

مجموع ثا بت
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اگـر نقطه در ناحیۀ سـبز رنگ باشـد، شـکلی شـبیه به 
شـکل ۶ پدیـد می‌آید.

A

B

P

C

h3

h2

h1

شکل ۶

ABPC BCP ABC

ABP APC BCP ABC

ABC

ABC

ABC

S S S
(S S ) S S

( h a h a) h a S

a(h h h ) S

S
h h h

a

− =
+ − =

× + × − × =

+ − =

+ − =

3 1 2

3 1 2

3 1 2

1 1 1
2 2 2
1
2

2

 a و طول ضلع آن ABC مسـاحت مثلث SABC که منظور از
اسـت. چون مثلث و طول ضلع آن ثابت هسـتند، سمت 

راست تسـاوی مقداری ثابت است.
اگـر نقطـه در ناحیـۀ قرمـز رنـگ 
باشـد، شـکلی شـبیه به شـکل ۷ 

پدیـد می‌آیـد.

شکل ۷

ABP BCP ACP ABC

ABC

ABC

ABC

S S S S

h a h a h a S

a(h h h ) S

S
h h h

a

− − =

× − × − × =

− − =

− − =

3 1 2

3 1 2

3 1 2

1 1 1
2 2 2
1
2

2

 ABCS
a

2 باز هم سـمت راست تساوی همان مقدار ثابت 
است.

امـا همـۀ شـکل‌های مجموع‌ثابـت این‌ها 
نیستند. مثلًا مستطیل مجموع‌ثابت است، 
امـا طـول ضلع‌هایش بـا هم برابر نیسـت. 
ادعا کردیم که متوازی الاضلاع مجموع‌ثابت 
اسـت و هر چهارضلعی‌ای کـه مجموع‌ثابت 
باشـد، حتماً متـوازی الاضلاع اسـت. برای 
اثبات قسـمت دوم ادعا، ابتـدا گزارۀ دیگری 
را ثابـت کردیـم: »بـرای هر زاویۀ داده‌شـده، 
پاره‌خـط داخـل زاویـه و عمـود بر نیمسـاز، 
نسـبت به دو ضلع زاویه مجموع‌ثابت است. 
یعنـی مجمـوع فاصلۀ هـر نقطـه روی این 
پاره‌خـط از دو ضلـع زاویه عدد ثابتی اسـت« 

)شکل ۴(.

شکل ۴

در ایـن شـماره ابتـدا می‌بینیـم کـه نه‌تنها 
داخل، بلکه بیرون شـکل‌های مجموع‌ثابت 
هم به نحوی مجموع‌ثابت است! سپس یک 
روش برای ساخت nضلعی‌های مجموع‌ثابت 

ارائه می‌دهیم.

بیرون شکل‌های مجموع‌ثابت
مثلـث متسـاوی الاضلاعـی را در نظـر 
می‌گیریـم. بیرون مثلث متسـاوی‌الاضلاع 
تحت تقارن، سه ناحیه وجود دارد: ناحیه‌های 
سـبز رنـگ، ناحیه‌هـای قرمز رنـگ و امتداد 

اضلاع )شـکل ۵(.

شکل ۵

A h2

h1

A

B

P

C

h3

h2

h1
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به سوی زبان و نمادگذاری بهتر
 C و B ،A ارتفـاع روبه‌رو بـه رأس‌های ،h3 و h2 ،h1 به‌جـای
را بـه ترتیـب hb ،ha و hc می‌نامیـم. همچنین ناحیه‌های 
بیـرون مثلث، داخل مثلث و روی ضلع‌ها یا امتداد آن‌ها 
را مانند شـکل ۸ نام‌گـذاری می‌کنیم. همچنین در تمام 
بحث، بررسـی حالت‌هایی را که نقطۀ P روی خط باشـد، 

به شـما واگذار می‌کنیم.

A C
+B -C-A

+
C

+
A

-B

+
ABC

B

شکل ۸

جدول ۱ نتایج به‌دست آمده را جمع‌بندی کرده است.

ناحیهعبارت مجموع‌ثابت

ha+hb+hc
+

ABC

-ha+hb+hc
+
A

ha-hb+hc
+
B

ha+hb-hc
+
C

ha-hb-hc
-
A

-ha+hb-hc
-
B

-ha-hb+hc
-
C

جدول ۱

همان‌طور که می‌بینید، جدول ۱ پر از تبصره و حالت‌بندی 
اسـت. چنین جدولی برای یک پنج‌ضلعی بسـیار بزرگ‌تر 
می‌شـود و کار بـا آن بـرای یـک nضلعی دلخـواه به غایت 
مشکل اسـت. چه خوب می‌شـد اگر به‌جای عبارت‌های 
متفـاوت تنها یک عبـارت مجموع‌ثابت می‌داشـتیم که 

برای همـۀ حالت‌ها برقرار می‌بـود! اما چگونه؟
نقطـۀ P را درون مثلث تصور کنیـد. در این حالت عبارت 
h3+h1+h2 مقداری ثابت اسـت. نقطۀ P را به آرامی حرکت 

دهیـد تـا روی ضلع BC قرار گیـرد. در این حالـت داریم: 
h2=0 و عبارت h3+h1 مقداری ثابت اسـت. حالا نقطۀ P را 

تـا آن طرف ضلع BC حرکت دهیـد. در این صورت ضریب 
h2 منفی می‌شـود و h3+h1-h2 مقداری ثابت اسـت. این 

مشـاهده به مـا نوید یافتن زبان بهتـری را می‌دهد.
ابتدا برای هر خط یک بردار در نظر می‌گیریم. خط صفحه 
را بـه سـه‌بخش تقسـیم می‌کند: یکـی در جهـت بردار، 

یکـی روی خط و دیگری در خلاف جهت بردار )شـکل ۹(.

شکل ۹

مورچـه‌ای را تصـور کنید که روی محیـط مثلث در جهت 
عقربه‌هـای سـاعت حرکـت می‌کنـد و به هر خـط، بردارِ 
سـمت پاییـن خود را نسـبت می‌دهد. این‌گونـه به طور 
یکتـا به خط‌هـای مثلـث بردار نسـبت می‌دهیـم. این 

بردارهـا را eb ،ea و ec می‌نامیـم )شـکل ۱۰(.

A C

B

ec

eb

ea

شکل ۱۰

همچنین مطابق شـکل‌های ۱۱ الـف و ب، به ارتفاع‌های 
خروجـی از نقطـۀ P نیـز در جهـت خـروج، بردار نسـبت 

می‌دهیم.

A C

B

ec

eb

ea

hb

hahc

P

شکل ۱۱ الف   
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A C

B P

ec

eb

hb

ha

hc

ea

 شکل ۱۱ ب

ea×ha را این‌گونه تعریف کنید1: 

اگر ha با ea هم‌جهت باشد
اگر ha با ea هم‌جهت نباشد

hae ha a ha
× =

−





این‌گونـه بـرای هـر نقطۀ دلخـواه P در هر جـای صفحه، 
حاصـل عبارت

e h e h e ha a c cb b× + × + ×

مقداری ثابت اسـت. برای مثال در شکل ۱۱ ب که متناظر 
بـا ردیـف A+  جدول اسـت، ha بـا ea هم‌جهت نیسـت اما 
ha بـا eb و hc بـا ec هم‌جهـت هسـتند کـه نتیجه همان 

ha+hb+hc- می‌شـود.

ایـن حکـم به‌طـور کلـی بـرای تمـام چندضلعی‌هـای 
مجموع‌ثابت برقرار است و برای هر نقطۀ دلخواه P حاصل 
 e h e h e h e h ...a a c c d db b× + × + × + × + عبارت 
 مقـداری ثابـت اسـت. کار بـا ایـن زبـان جدیـد بـه
 مراتـب راحت‌تـر اسـت. ما از اثبـات حکـم در حالت کلی

می‌گذریم. 

�یک روش برای
 ساخت nضلعی‌های

مجموع‌ثابت
بـا توجه به سلسـله شـکل‌های ۱۲، چون به‌روشـنی هر 
جفت خط موازی مجموع‌ثابت اسـت، روی هم گذاشتن 
ایـن جفت خط‌های موازی نیز مجموع‌ثابت اسـت. پس 
با شـروع از مثلث متساوی‌الاضلاع و اضافه‌کردن جفت 
خط‌هـای مـوازی می‌توانیم دسـته‌ای از فردضلعی‌های 
مجموع‌ثابـت را و بـا شـروع از یـک جفـت خط مـوازی، 

زوج‌ضلعی‌هـای مجموع‌ثابت را بسـازیم.

شکل ۱۲

البتـه در هـر مرحلـه بایـد خط‌هـای جدید 
را به‌گونـه‌ای اضافـه کنیـم کـه خط‌هـای 
قبلـی از چندضلعـی مـا حذف نشـوند. زیرا 
در ایـن صـورت ممکن اسـت شـکل جدید 
دیگـر مجموع‌ثابـت نباشـد. شـکل ۱۳ یک 
چنـد ضلعـی را نشـان می‌دهـد کـه دیگـر 
مجموع‌ثابـت نیسـت، زیرا خط‌هـای موازی 
یکـی از ضلع‌هـای مثلـث را حـذف کرده‌اند.

شکل ۱۳

تا شمارۀ بعدی سعی کنید در دنیای سه‌بعدی 
روشی برای ساخت nوجهی‌های مجموع‌ثابت 
ارائـه دهید. چهاروجهی‌هـا و پنج‌وجهی‌های 

مجموع‌ثابت چگونه‌اند؟

زوج‌ضلعی‌هافردضلعی‌ها

پی‌نوشت

1. ما از نماد ha گاه به‌عنوان بردار و گاه 
به‌عنوان طول بردار استفاده کرده‌ایم تا 

نمادها زیاد نشوند. در هر مورد با توجه به 
پس و پیش آن، غرض روشن است.
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